
Quiz #2
· Κωνσταντίνος Μουτσινάς

· AEM:  1002
·  Τμήμα 1ο 

Μέθοδο διχοτόμησης
1. Αν [image: image1.wmf])
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,

[

b

a

, και [image: image3.wmf](

)

0

)

(

<

b

f

a

f
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, υπάρχει (υπάρχουν) ___________ στο διάστημα  [image: image5.wmf]]
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A) μία ρίζα

B) πολλές ρίζες

C) καμία ρίζα

D) τουλάχιστον μία ρίζα

Απάντηση:

Από το θεώρημα του Μαθηματικού Λογισμού.
2. Υποθέστε το αρχικό διάστημα [image: image6.wmf][
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, στο τέλος την 2ης επανάληψης η προσεγγιστική τιμή της ρίζας της συνάρτησης   [image: image7.wmf]0
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 με την μέθοδο της διχοτόμησης είναι

A) 0

B) 1.5

C) 2

D) 3
Απάντηση:

Καθώς, σύμφωνα με τον αλγόριθμο επίλυσης της, έχουμε γ = (α + β )/2 όπου α=1 και β=5, άρα γ=3. Όμως  f(5)*f(3)> 0,  έτσι προσεγγίζω το διάστημα [1,3]για την 2η επανάληψη, άρα το γ= (1+3)/2 = 2.
3. Για την προσέγγιση μιας ρίζας της [image: image8.wmf]0
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, με την μέθοδο διχοτόμησης δίδονται κάτω και άνω προσεγγίσεις   [image: image9.wmf]l
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της ρίζας στην αρχή της επανάληψης. Στο τέλος της επανάληψης, το απόλυτο σχετικό σφάλμα της προσέγγισης θα είναι
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Απάντηση:

Επειδή είναι  γνωστό από τον ορισμό ότι το σφάλμα είναι η διαφορά των χθ κ χλ, όμως το σχετικό σφάλμα διαιρείται με το άθροισμα των 2 τιμών ώστε να έχουμε την πληροφορία ώστε να βγουν τα αποτελέσματα ανάλογα με το μέγεθος τους.
4. Για την εξίσωση [image: image15.wmf]0
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.  Δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε την μέθοδο διχοτόμησης για να προσεγγίσουμε αυτή την ρίζα διότι η συνάρτηση  [image: image17.wmf](
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A) είναι πολυώνυμο
B) έχει επαναλαμβανόμενες ρίζες στο[image: image18.wmf]0
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C) είναι πάντα μη αρνητική
D) έχει κλήση ίση με μηδέν στο [image: image19.wmf]0
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Απάντηση:

Από τον ορισμό της μεθόδου της Διχοτόμησης.

Newton-Raphson Μέθοδο
5. H Newton-Raphson εξίσωση για την εύρεση της τετραγωνικής ρίζας ενός πραγματικού αριθμού   [image: image20.wmf]R
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Απάντηση:

Αφού από τον αλγόριθμο επίλυσης έχουμε:

Χi+1 = Xi – f(Xi) / f’(Xi)    (1)

με f(Xi) = Χi^2 – R = 0, f’(Xi) = 2Χi και ομώνυμα στο κλάσμα της (1). 

6. Αν υποθέσουμε ότι η αρχική προσέγγιση της ρίζας  της εξίσωσης  [image: image26.wmf]0
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  είναι 3 τότε η επόμενη προσέγγιση σύμφωνα με την μέθοδο Newton-Raphson είναι

A) 1.5

B) 2.067

C) 2.167

D) 3.000
Απάντηση:

Ομοίως προκύπτει από τον τύπο (1) και εφαρμόζοντας αντικατάσταση με Χi=3 και R=4 στον[image: image27.wmf]÷
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7. Θεωρείστε ότι η ρίζα της εξίσωσης  [image: image28.wmf]0
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 βρίσκεται με την μέθοδο Newton-Raphson.  Η αρχική εκτίμηση της ρίζας είναι  [image: image29.wmf]3
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 ως προς τον άξονα των  x.  Η επόμενη προσέγγιση της ρίζας , [image: image34.wmf]1

x

είναι κοντά
A) –3.2470

B) −0.2470

C) 3.2470

D)  6.2470
Απάντηση:

Είναι γνωστό ότι f’(3) = tan(57ο) = 1,5398, επομένως ομοίως από τον προηγούμενο τύπο (1) έχω … Χ1= X0 – f(X0) / f’(X0)    => Χ1 = 3 – 5/1,5398 = - 0,2470

8. Εφαρμόστε την μέθοδο Newton-Raphson για την προσέγγιση της ρίζας της εξίσωσης  [image: image35.wmf]4
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 .  Υπολογίστε τις διαδοχικές προσεγγίσεις  της ρίζας και συμπληρώστε το σχετικό πίνακα.  
Απάντηση:

Χρησιμοποιώντας τον παρακάτω αλγόριθμο και με τις δοθείσες αρχικές τιμές, σχεδιάζω τα πινακάκια και σταματάω την διαδικασία  μόλις  f(Xn) = 0  και  h = 0 . 
Xn+1 = Xn – f(Xn)/f’(Xn) => Xk+1= Χk - (Χk^3-4) / (3Χk^2)

· Για Χn = -2:

	Χn
	f(Xn)
	f’(Xn)
	h

	-2
	-12
	12
	1

	-1
	-5
	3
	1,666

	0,666
	-3,704
	1,33
	2,784

	3,45
	37,06
	35,7
	-1,038

	2,412
	10,03
	17,45
	-0,574

	1,838
	2,209
	10,134
	-0,2179

	1,6201
	0,252
	7,874
	-0,032

	1,5881
	0
	7,566
	0


· Για Χn = 0:
	Χn
	f(Xn)
	f’(Xn)
	h

	0
	-4
	0
	Αδύνατο


· Για Χn = 5:
	Xn
	f(Xn)
	f’(Xn)
	h

	5
	121
	75
	-1,613

	3,387
	34,85
	34,41
	-1,012

	2,375
	9,396
	16,92
	-0,555

	1,82
	2,02
	9,93
	-0,203

	1,617
	0,22
	7,844
	-0,028

	1,589
	0,012
	7,574
	-0,0015

	1,5875
	0
	4,7625
	0


	Αριθμός Επαν.

	0

	1

	2

	3

	4


9. Σε ποια προσέγγιση επιτυγχάνεται ακρίβεια σε 2 σημαντικά δεκαδικά ψηφία στην άσκηση 8.
A) 1

B) 2

C) 3

D) 4

Απάντηση:

Κάνοντας τα ίδια πράγματα με παραπάνω, έχουμε…

· Για Χn = 0:
	Χn
	f(Xn)
	f’(Xn)
	h

	1
	-3
	3
	-1

	0
	-4
	0
	Δεν ορίζεται


· Για Χn = 2:
	Χn
	f(Xn)
	f’(Xn)
	h

	2
	4
	…
	…

	1,6666
	0,6296
	…
	…

	1,5911
	0,0281
	…
	

	1,5874
	6,5346
	…
	…


· Για Χn = 3:
	Χn
	f(Xn)

	3
	23

	2,1481
	5,9127

	1,7210
	1,0976

	1,5975
	0,0769

	1,58746
	4,8253

	1,58740
	1,9400


· Για Χn = 4:
	Χn
	f(Xn)
	f’(Xn)
	h

	4
	60
	48
	-1.25

	2.75
	16.796875
	22.6875
	-0.740358126

	2,00964
	4,11626
	…
	…

	1,66990
	0,65665
	…
	…

	1,60
	0
	…
	…


Και τέλος καταλήγει στο Χn και  f’(Xn) να  είναι  ακρίβεια σε 2 σημαντικά δεκαδικά ψηφία… 
Μέθοδο της Τέμνουσας

10. Η μέθοδος της τέμνουσας  χρησιμοποιεί έναν από τους παρακάτω τύπους για την εύρεση της τετραγωνικής ρίζας του   [image: image36.wmf]R
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Απάντηση:

Xk+1 = Χk-f(Χk) / ((f(Χk)-f(Χk-1)) /Χk - Χk-1 = Χκ – Χκ^2 + R / (Χκ^2 – R – Xk-1^2 + R) / Χk - Χk-1= …
Επομένως κάνοντας ομώνυμα στα 2 κλάσματα προκύπτει το Α.
11. Η επόμενη εκτίμηση της ρίζας της εξίσωσης  [image: image42.wmf]0
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 με την μέθοδο της τέμνουσας και αρχικές τιμές  3 και  4, είναι

A) 2.2857

B) 2.5000

C) 5.5000

D) 5.7143
Απάντηση:

Σύμφωνα με τον τύπο που απέδειξα στη προηγούμενη άσκηση, ισχύει για τη τιμή Xi+1 =   [image: image43.wmf]1
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Έτσι, με Χi = 3 και  Χi-1 =  4 => Xi+1= 3*4 + 4 / (3 +4) = 12/7.
10.  Θεωρείστε ότι η ρίζα της εξίσωσης  [image: image44.wmf]0
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 βρίσκεται με την μέθοδο της τέμνουσας.  Η αρχική εκτίμηση της ρίζας είναι  [image: image45.wmf]3
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.  Η γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη στην συνάρτηση  [image: image47.wmf])
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 στο [image: image48.wmf]3
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 ως προς τον άξονα των  x.  Η επόμενη προσέγγιση της ρίζας , [image: image50.wmf]1

x

είναι κοντά
A) –3.2470

B) –0.24704

C) 3.247

D) 6.2470
Απάντηση:

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει f’(3) = tan(57ο) = 1,5398 και από την μέθοδο της τέμνουσας  Xk+1 = Χk- f(Χk) / ((f(Χk)-f(Χk-1)) /Χk - Χk-1 = Χ0 -f(3) / f’(3) = 3 – 5/ 1.5398 = –0.24704. Αφού από το Θεώρημα Cauchy (με απόδειξη) για το σημείο Χ0 = 3, έχω ότι f’(3)= (f(Χk)- f(Χk-1)) /(Χk - Χk-1), καθώς δεν μπορώ να εφαρμόσω το Θεώρημα Μέσης Τιμής και να αποδείξω ότι ισχύει για το συγκεκριμένο Χ0.
11. Για την εύρεση της ρίζας της εξίσωσης  [image: image51.wmf]0
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 με την μέθοδο της τέμνουσας οι παρακάτω αρχικές προσεγγίσεις ΔΕΝ είναι κατάλληλες.
A) [image: image52.wmf]4
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B) [image: image54.wmf]4
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C) [image: image56.wmf]2
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D) [image: image58.wmf]3
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Απάντηση:

Σύμφωνα με τον τύπο Xn+1 = Xn – f(Xn)/(f(Xn) – f(Xn-1)/Xn – Xn-1)
Για την Α περίπτωση: 

Χn+1 =  f(Xn)/(f(Xn) – f(Xn-1)/Xn – Xn-1) = 

= 1/(1-√2/2/(π/2 – π/4)) = 1/(8 – 4*√2 / 2*π) = π/(4 – 2*√2) =

= π*(4 + 2*√2) / (4 – 2*√2) * (4 + 2*√2) = 

= 2*π + π*√2 / 4.
Άρα Χn+1 = π/2 - 2*π + π*√2 / 4 = π*√2 / 4
 Δηλαδή sin(Xn+1) != 0, επομένως η περίπτωση Α δεν είναι η σωστή.
Για την Β περίπτωση: 

Χn+1 = f(Xn)/(f(Xn) – f(Xn-1)/Xn – Xn-1) = √2/2 / (√2/2 - √2/2 / (3*π/4 – π/4)) =

= √2/2 / 0.
Κάτι που δεν ορίζεται, επομένως η περίπτωση Β δεν είναι η σωστή.

Για την Γ περίπτωση: 

Χn+1 = f(Xn)/(f(Xn) – f(Xn-1)/Xn – Xn-1) = 1/ (2 / π/2 + π/2) = π/2,
Xn+1 = π/2 – π/2 = 0
Οπότε  sin(Xn+1) = sin(0) = 0

Επομένως η περίπτωση Γ είναι η σωστή.
Για την Δ περίπτωση: 

Χn+1 = f(Xn)/(f(Xn) – f(Xn-1)/Xn – Xn-1) = 1 / (1 - √3/2 / (π/2 – π/3)) = 

= 1 / ((2 - √3 / 2) / π/6) = 2*π / 12 – 6*√3 = π/(6 – 3*√3)
Έτσι  sin(Xn+1) != 0 
Επομένως η περίπτωση Δ δεν είναι κατάλληλη.
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